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Abstrat
Moduli spae of genus zero stable maps to the projetive three-spae
naturally arries a real struture suh that the xed lous is a moduli spae
for real rational spatial urves with real marked points. The latter is a
normal projetive real variety. The singular lous being in odimension
at least two, a rst Stiefel-Whitney lass is well dened. In this paper, we
determine a representative for the rst Stiefel-Whitney lass of suh real
spae when the evaluation map is generially nite. This an be done by
means of Poinaré duals of boundary divisors.
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1 Introdution
Nous nous intéressons aux ourbes rationnelles réelles pointées de l'espae
projetif CP 3. Dans [We05℄ Welshinger dénit des invariants pour les variétés
∗
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onvexes de dimension trois équipées d'une struture réelles. Ces derniers sont
déterminés via la géométrie énumérative des ourbes rationnelles réelles de la
variété. Pour un entier d supérieur ou égal à trois et une onguration générique
de 2d points dans l'espae omplexe projetif CP 3 les ourbes rationnelles de de-
gré d qui passent par es points sont en nombre ni. Ce nombre est indépendant
de la onguration hoisie pare que le orps des nombres omplexes est algébri-
quement los, 'est un invariant de Gromov-Witten de CP 3. Le même problème
sur le orps des nombres réels dépend de la onguration de points hoisie. Dans
e ontexte, un invariant de Welshinger est déni omme la somme algébrique
sur les ourbes réelles de la olletion, haune omptée ave un signe approprié
qui ne dépend que de la ourbe plongée. Cette somme est alors indépendante
de la onguration de points générique (voir [We05℄).
Soit M
d
2d(CP
3) l'espae des modules des appliations stables en genre zéro
(omis dans la notation) de degré d dans CP 3 ave 2d points marqués (voir
[FP97℄). L'invariant de Gromov-Witten, dérit préédemment, n'est autre que
le degré du morphisme d'évaluation ev : M
d
2d(CP
3) → (CP 3)2d qui envoie une
ourbe marquée sur la onguration des marquages. Il existe une ontrepartie
réelle de et espae, notée RM
d
2d(CP
3), qui est une variété projetive normale et
un espae de paramètres pour les ourbes spatiales rationnelles réelles de degré
d munies de 2d points marqués réels (voir [We05℄). L'invariant de Welshinger
peut également s'interpréter omme le degré du morphisme d'évaluation evR
entre les espaes RM
d
2d(CP
3) et (RP 3)2d. En fait, e degré n'est bien déni
que pare que RM
d
2d(CP
3) peut-être orienté en dehors du lieu où le jaobien
du morphisme d'évaluation est de orang au moins deux. Cette propriété est au
oeur de l'existene et de la dénition des invariants de Welshinger. Il en résulte
que la lasse prinipale de RM
d
2d(CP
3) a été grossièrement aratérisée par
Welshinger (voir [We07℄) dans une approximation susante pour onstruire es
invariants. Le travail atuel aomplit ette tâhe en donnant une représentation
préise de la première lasse de Stiefel-Whitney de RM
d
2d(CP
3).
Pour A ⊔ B une partition de [2d] = {1, . . . , 2d} et des entiers d′ et d′′ tels
que d′ + d′′ = d est déni un diviseur irrédutible D(A,B; d′, d′′) de M
d
2d(CP
3)
omme la fermeture du lieu des appliations stables (C, z, u) telles que
1. C = CA∪CB est l'union de deux ourbes CA et CB de genre zéro séantes
transversalement en un point unique ;
2. les marquages indexés par A (resp. B) appartiennent à CA (resp. CB) ;
3. u(CA) est de degré d
′
et u(CB) de degré d
′′
.
La frontière deM
d
2d(CP
3) est la réunion de tous es diviseurs (voir [FP97℄). Soit
maintenant (C, z, u) une appliation stable de M
d
2d(CP
3) telle que C = CP 1
et u soit une immersion. Le faiseau normal Nu déni omme le quotient de la
séquene 0 // TC
du
// u∗TCP 3 est le faiseau d'un bré vetoriel de rang
deux sur CP 1. Il est don déomposable en somme direte de deux brés en
droites. Lorsque les brés linéaires de la déomposition sont isomorphes, on dit
que la ourbe dénie par (C, z, u) est équilibrée. Notons Kd ⊂ M
d
2d(CP
3) la
réunion des diviseurs irrédutibles de la frontière dont l'image par le morphisme
d'évaluation est de odimension au moins deux et du lieu des ourbes non équi-
librées (C, z, u) telles que h1 (C;Nu ⊗OC(−z)) soit au moins deux. L'image de
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la partie réelle RKd est de odimension au moins deux dans (RP 3)2d.
Une orientation sur RM
d
2d(CP
3) est dénie partout en dehors de RKd e
qui permet d'identier l'invariant de Welshinger et le degré du morphisme
d'évaluation réel (f. proposition 4.2 de [We07℄). En onséquene, la première
lasse de Stiefel-Whitney de RM
d
2d(CP
3) admet un représentant dual inlus
dans RKd et peut don s'érire en termes de omposantes pseudo-onnexes de
elui-i (par omposante pseudo-onnexe on entend l'adhérene d'une ompo-
sante onnexe du omplémentaire du lieu singulier dans le lieu réel de Kd).
Nous déterminons exatement quelles sont les omposantes pseudo-onnexes de
RKd qui partiipent eetivement à représenter la première lasse de Stiefel-
Whitney de RM
d
2d(CP
3). Il advient que les omposantes qui ne sont pas dans
la frontière ne partiipent pas ar elles sont de odimension trop grande (setion
2.1). De plus, la partiipation d'une omposante pseudo-onnexe de la fontière
réelle ne dépend que de la donnée du diviseur irrédutible qui la ontient. Pour
une lasse [D] dans H6d−1(RM
d
2d(CP
3),Z/2Z), on note [D]∨ son image par le
morphisme H6d−1(RM
d
2d(CP
3),Z/2Z) → H1(RM
d
2d(CP
3),Z/2Z). Cet artile
vise à démontrer le théorème suivant.
Théorème 1. La première lasse de Stiefel-Whitney de RM
d
2d(CP
3) s'érit
w1(RM
d
2d(CP
3)) =
∑
0<ℓ<2d
ℓ.[RKdℓ ]
∨
où RKdℓ est la partie réelle de la réunion des diviseurs D(A,B, d
′, d′′) tels que
|A| = 2d′ + ℓ.
Dans la démonstration nous remarquons d'abord (setion 2.1) que seules les
omposantes de la frontière sont de odimension assez petite pour représenter
la première lasse de Stiefel-Whitney. Ensuite nous proédons à une étude lo-
ale des orientations au voisinage d'un omposante pseudo-onnexe quelonque
de RKd. Pour ela on transporte une orientation loale le long d'un hemin
générique transverse à la omposante et on ompare ette orientation à elle
issue d'un hemin de omparaison qui lui se situe dans le lieu régulier du mor-
phisme d'évaluation (setion 2.3). Cette approhe loale est possible du fait
que RM
d
2d(CP
3) soit orienté en dehors de RKd en relevant une orientation de
RP 3 par le morphisme d'évaluation réel suivant les signes de Welshinger. Don
pour omparer les orientations loales, on les ompare suessivement au tiré-
en-arrière d'une orientation de référene sur RP 3 (setion 2.3.5).
Remeriements. Je remerie le releteur de et artile pour m'avoir révéler un
ertain nombre d'inexatitudes ontenues dans sa version préliminaire.
2 Démonstration
2.1 Rédution à la frontière
Nous réduisons notre étude aux omposantes pseudo-onnexes ontenues
dans ertains diviseurs irrédutibles de la frontière.
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Proposition 1. La première lasse de Stiefel-Whitney de RM
d
2d(CP
3) est re-
présentable (dualement) en termes de omposantes pseudo-onnexes de la partie
réelle des diviseurs de la frontière D(A,B, d′, d′′) tels que |A| 6= 2d′.
Démonstration. La démonstration de ette proposition repose essentiellement
sur les deux lemmes suivants.
Lemme 1 (Eisenbud-Van de Ven [EV82℄). Soit Mord l'ensemble des mor-
phismes u : CP 1 → CP 3 de degré d. Pour ρ tel que 1 ≤ ρ ≤ d − 4 l'ensemble
Sd,ρ ⊂ Mord, déni omme le lieu des morphismes tels que le bré normal ad-
met une déomposition du type OCP 1(2d − 1 − ρ) ⊕ OCP 1(2d − 1 + ρ), est une
sous-variété de dimension dimSd,ρ = 4d− 2ρ+ 4 (soit de odimension 2ρ− 1).
Ainsi les omposantes de Kd dénies omme le lieu des appliations stables
(C, z, u) non équilibrées et telles que la dimension de H1 (C;Nu ⊗OC(−z)) soit
au moins deux, sont en odimension trop grande (≥ 2) dans M
d
2d(CP
3). On
peut don exlure de notre étude les omposantes de la partie réelle de Kd
orrespondant au lieu des ourbes non équilibrées puisque la première lasse de
Stiefel-Whitney est un élément de H1(RM
d
2d(CP
3),Z/2Z).
Il est possible de raner e résultat en exluant la partie réelle des diviseurs
irrédutibles de la frontière qui ne sont pas érasés par le morphisme d'évaluation
puisque elui-i est génériquement régulier à et endroit (voir [We05℄).
Lemme 2 ([FP97℄). L'image d'un diviseur de la frontière D(A,B; d′, d′′) par
le morphisme d'évaluation ev : M
d
2d(CP
3) → (CP 3)2d est de odimension un
dans (CP 3)2d si et seulement si |A| = 2d′.
Ainsi, seuls les diviseurs irrédutibles de la frontière D(A,B; d′, d′′) qui véri-
ent |A| 6= 2d′ ontribuent éventuellement à représenter par dualité la première
lasse de Stiefel-Whitney de la partie réelle.
2.2 Bases de l'espae tangent
Morphismes d'oubli. Soient l ≤ k des entiers, il existe un morphisme entre
variétés projetives de M
d
k(CP
3) vers M
d
l (CP
3) qui onsiste à supprimer er-
tains points marqués d'une appliation stable (C, z, u) ∈ M
d
k(CP
3) puis à
ontrater les branhes de la soure C devenues instables par insusane de
points marqués (voir [FP97℄).
Dénition 1. Pour un ensemble d'indies {i1, . . . , in} dans [k], on note πki1,...,in
le morphisme d'oubli de M
d
k(CP
3) vers M
d
k−n(CP
3) qui supprime les points
marqués indexés par l'ensemble {i1, . . . , in}. Par exemple, pour {i} dans [k]
πki : M
d
k(CP
3) → M
d
k−1(CP
3)
(C, z1, . . . , zk, u) 7→ (Cstabπk
i
, z1, . . . , zˆi, . . . , zk, u).
où Cstab
πk
i
désigne la soure éventuellement ontratée C ։ Cstab
πk
i
pour stabiliser.
Pour alléger les notations on érit π pour πk[k] l'appliation qui oublie tous les
points marqués.
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L'espae des modules ontient un ouvert dense et lisseM
d
2d(CP
3)∗, lieu des
appliations stables sans automorphisme ou appliations simples (voir [FP97℄).
Lemme 3. Soit (C, z, u) une appliation simple deM
d
2d(CP
3)∗, qui ne ontrate
pas sa soure C, alors on a une déomposition du noyau kerd|(C,z,u)π =
⊕k
i=1 ker d|(C,z,u)π
k
i
et un isomorphisme ker d|(C,z,u)π ∼= TzC
k
.
Démonstration. Soit i dans [2d], en l'absene d'automorphisme le morphisme πki
dérit la ourbe universelle au-dessus de l'image πki (M
d
k(CP
3)∗) (voir [FP97℄).
Les automorphismes d'une appliation stable étant un sous-groupe du groupe
des automorphismes de son image par un morphisme d'oubli, M
d
k−1(CP
3)∗ est
inlus dans πki (M
d
k(CP
3)∗). Don (πki )
−1(Cstab
πk
i
, z1, . . . , zˆi, . . . , zk, u) est isomor-
phisme à Cstab
πk
i
. De plus, par hypothèse sur u on a l'égalité Cstab
πk
i
= C. Don
au point (C, z1, . . . , zk, u), on a ker d|(C,z,u)π
k
i = TziC
stab
πk
i
= TziC. Pour tout i, j
dans [k] distints, on a l'égalité πk−1j ◦ π
k
i = π
k−1
i ◦ π
k
j et don ker d|(C,z,u)π =⊕k
i=1 ker d|(C,z,u)π
k
i . On en déduit un isomorphisme entre ker d|(C,z,u)π et TzC
k
.
On note Ker dπ le sous-ensemble du bré tangent T
M
d
2d(CP
3)∗
déni par le
noyau de la diérentielle du morphisme d'oubli en haque point. Sa restrition au
lieu des appliations stables simples non ontratantes est un sous-bré linéaire.
2.2.1 Bases standards, bases modèles.
Proposition 2. Soit (C, z, u) une immersion deM
d
2d(CP
3), on a la suite exate
0 // TzC // T(C,z,u)M
d
2d(CP
3)
dπ
// H0(C,Nu) // 0 (1)
où TzC =
⊕k
i=1 TziC.
Démonstration. La suite exate se onstruit sur le morphisme d'oubli d'après le
lemme 3 ave T(C,u)M
d
0(CP
3) au onoyau. Or, T(C,u)M
d
0(CP
3) omme espae
tangent est l'espae des déformations à l'ordre un de la ourbe immergée dénie
par u, 'est-à-dire H0(C,Nu).
Dénition 2. Une base standard de T(C,z,u)M
d
2d(CP
3) est une base adaptée à
la suite exate (1). C'est-à-dire, un 6d-uplet omposé de 2d éléments {ei}i=1,...,k,
générateurs de haque TziCP
1
et 4d éléments {fi, gi}i=1,...,2d de sorte que (fi, gi)
se projette sur une base de H0(CP 1,Nu). On érira une telle base dans et ordre
(e1, . . . , ek, f1, g1, . . . , f2d, g2d).
Pour i dans [2d], on note T
(i)
(CP 3)2d
le sous-bré de T(CP 3)2d assoié à la i-
ème omposante {~0} × · · · × TCP 3 × · · · × {~0}. La déomposition de T(CP 3)2d =⊕2d
i=1 T
(i)
(CP 3)2d
se relève par le morphisme d'évaluation en tout point régulier
T•M
d
2d(CP
3) =
2d⊕
i=1
ev∗[T
(i)
ev(•)(CP
3)2d]. (2)
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Notation. Pour (C, z, u) une immersion et i dans [2d], le bré Nu ⊗OC(−zˆi)
où zˆi désigne (z1, . . . , zˆi, . . . , z2d) ∈ C2d−1 sera noté Nu,−π2di (z).
Proposition 3. Soit (C, z, u) une immersion deM
d
2d(CP
3) et i dans [2d], alors
on a la suite exate
0 // TziC // ev
∗T
(i)
u(zi)
(CP 3)2d // H0(C,Nu,−π2d
i
(z)) // 0
Démonstration. Pour i dans [2d], on dénit eˆvi le morphisme omposé
eˆvi :M
d
2d(CP
3)
π2di−−→M
d
2d−1(CP
3)
ev
−→ (CP 3)2d−1
de sorte que le tiré-en-arrière ev∗(T
(i)
(CP 3)2d
) soit préisément Ker deˆvi. La suite
exate 0 // Ker dπ2di
// Ker deˆvi
dπ2di
// dπ2di (Ker deˆvi)
// 0 fournit l'éga-
lité dπ2di (Ker deˆvi) = Ker dev (voir [Pu08℄). On onlut ensuite en appliquant les
égalités ker dπ2di = TziC (proposition 2) et ker dev = H
0(C,Nu,−π2d
i
(z)) (lemme
1.3 de [We05℄℄).
Dénition 3. Soit (C, z, u) une immersion équilibrée : le bré normalNu admet
une déomposition en somme direte de deux brés en droites isomorphes. Une
base standard B de T(C,z,u)M
d
2d(CP
3) est une base modèle lorsqu'elle respete la
déomposition (2) et la déomposition du bré normal. C'est-à-dire que haque
élément de la base appartient à un des sous-espaes ev∗T
(i)
(C,z,u)(CP
3)2d et que
les ouples de veteurs qui se projettent sur une base de H0(CP 1,Nu,−π2d
i
(z))
forment une base ompatible ave la déomposition du bré normal (une setion
dans haque sous-bré linéaire). Si de plus B = (e1, . . . , e2d, f1, g1, . . . , f2d, g2d)
est telle que ei est dans TziCP
1
, {fi, gi} se projettent sur H0(CP 1,Nu,−π2d
i
(z))
et (f1, . . . , f2d) se projette sur une base de setions d'un des sous-bré linéaire
de la déomposition du bré normal, on dit que la base modèle est ordonnée.
Remarque. Quand B est modèle ordonée, automatiquement (g1, . . . , g2d) est une
base pour l'autre sous-bré linéaire de la déomposition du bré normal.
2.3 Traverser la frontière
Un point générique (C1 ∪ C2, z, u) de la frontière est tel que, pour i dans
{1, 2}, Ci est isomorphe à CP 1, u(Ci) est une immersion et ξ = {C1 ∩ C2}
est un point double ordinaire. Si on note deg u(C1) = d′ et deg u(C2) = d′′,
un élément générique a deux branhes à la soure ave, disons, 2d′ + ℓ points
marqués sur une branhe et 2d′′ − ℓ sur l'autre (on rappelle que d = d′ + d′′).
Par onvention ℓ est toujours un entier positif.
Soit RDdd′,ℓ une omposante pseudo-onnexe quelonque de la partie réelle
du diviseur irrédutible D(A,B; d′, d′′) où |A| = 2d′+ ℓ ave 1 ≤ ℓ ≤ 2d, e sont
les omposantes à étudier d'après la proposition 1. On distingue deux as : d′
non nul puis d′ nul (d′′ n'est jamais nul puisque |B| = 2d′′ − ℓ < 2d′′).
2.3.1 Chemins transverses. Cas d′ 6= 0
Un point générique de RDdd′,ℓ possède à la soure une struture réelle telle
que l'appliation soit réelle et qui identie RC1 et RC2 ave RP 1.
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Choix d'un point de référene. Prenons un point générique (C⋆, z
⋆, u⋆) de
RDdd′,ℓ et (re)indexons les points marqués pour que {z
⋆
1 , . . . , z
⋆
ℓ }∪{z
⋆
2d′′+1, . . . , z
⋆
2d}
soient dans RC1⋆ dans l'ordre ylique z
⋆
1 < · · · < z
⋆
ℓ < ξ
⋆ < z⋆2d′′+1 < · · · < z
⋆
2d
et que {z⋆ℓ+1, . . . , z
⋆
2d′′} (resp. ∅ si ℓ = 2d
′′
) soient dans RC2⋆ dans l'ordre ylique
ξ⋆ < z⋆ℓ+1 < · · · < z
⋆
2d′′ (voir gure 1).
z1
z3
z2
z4
z5
z6
Fig. 1  Au point (C⋆, z
⋆, u⋆) : d = 3, d
′ = 1, ℓ = 3
Choix d'un hemin de référene. Soit B⋆ un voisinage ontratile de
(C⋆, z
⋆, u⋆) dans RM
d
2d(CP
3) de sorte que RDdd′,ℓ déoupe B⋆ en deux om-
posantes onnexes. Fixons un hemin générique γ : [0, 1] → B⋆ transverse à
RDdd′,ℓ uniquement au point (C⋆, z
⋆, u⋆). Sans ambiguïté, on érit aussi γ pour
désigner son image γ([0, 1]) ⊂ RM
d
2d(CP
3). L'image de γ par le morphisme
d'évaluation est notée γ∗ ⊂ (RP 3)2d et (Ct, zt, ut) désigne le point γ(t) pour t
dans [0, 1]. On distingue plus partiulièrement (C0, z
0, u0) le point de  départ 
et (C1, z
1, u1) le point d' arrivée  du hemin, haun se situant dans une om-
posante onnexe diérente de RMd2d(CP
3) ∩B⋆. Par génériité de γ es points
orrespondent à des immersions équilibrées.
Constrution d'un hemin de omparaison. On onstruit un hemin γ˜
assoié à γ mais à valeurs dans le lieu régulier du morphisme d'évaluation.
Au point (C⋆, z
⋆, u⋆) est assoié le point (C⋆, z˜
⋆, u⋆) orrespondant à la même
ourbe mais ave des points marqués diérents, de sorte que z˜⋆i soit dans RC
2
pour 1 ≤ i ≤ ℓ et z˜⋆i soit égal à z
⋆
i pour ℓ < i ≤ 2d. De plus on impose l'ordre
ylique ξ⋆ < z˜⋆1 < · · · < z˜
⋆
ℓ < · · · < z˜
⋆
2d′′ sur RC
2
. (Voir gure 2.)
Par onstrution (C⋆, z˜
⋆, u⋆) est dans Kd0 don, d'après le lemme 2, 'est
un point régulier du morphisme d'évaluation. Soit (C⋆, z
⋆ ∪ z˜⋆, u⋆) le point
de RM
d
2d+ℓ(CP
3) dont la projetion par le morphisme d'oubli π2d+ℓℓ+1,...,2ℓ est
préisément (C⋆, z
⋆, u⋆). Ce qui revient à érire z
⋆ ∪ z˜⋆ pour désigner le point
(z⋆1 , . . . , z
⋆
ℓ , z˜
⋆
1 , . . . , z˜
⋆
ℓ , z
⋆
ℓ+1, . . . , z
⋆
2d) de (C⋆)
2d+ℓ \Diag2d+ℓ. Soient Γ un hemin
qui relève γ dans RMd2d+ℓ(CP
3)∗ pour le morphisme d'oubli π2d+ℓℓ+1,...,2ℓ au point
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z˜3
z˜2
z˜1
z˜5
z˜6
z˜4
Fig. 2  Au point (C⋆, z˜
⋆, u⋆) : d = 3, d
′ = 1, ℓ = 3
(C⋆, z
⋆ ∪ z˜⋆, u⋆) et γ˜ : [0, 1]→ RM
d
2d(CP
3)∗ le hemin omposé π2d+ℓ1,...,ℓ ◦ Γ
Γ ⊂ RM
d
2d+ℓ(CP
3)∗
π
2d+ℓ
1,...,ℓ
// γ˜ ⊂ RM
d
2d(CP
3)∗.
Le hemin de omparaison γ˜ est transverse à la frontière au point (C⋆, z˜
⋆, u⋆) et
ompatible ave γ dans le sens où les ourbes et les points marqués en ommun
oïnident tout le long. Comme préédemment on note (Ct, z˜
t, ut) = γ˜(t), pour
t dans [0, 1].
2.3.2 Base modèle positive au point de départ
Fixons pour la suite une orientation sur l'espae projetif réel RP 3.
Dénition 4. Soit (e1, . . . , ek, f1, g1, . . . , f2d, g2d) une base modèle ordonnée de
T(C,z,u)RM
d
2d(CP
3) où (C, z, u) est une immersion équilibrée. Alors pour tout
triplet de veteurs (ei, fi, gi) on assoie un signe ∠(ei, fi, gi) = {(+), (−)} selon
que son image par d|(C,z,u)ev soit une base positive ou négative de Tu(zi)RP
3
.
On note A0 = u0(C0) la ourbe réelle dénie par le point de départ du he-
min de référene γ. Fixons une orientation oRA0 sur RA0 et onstruisons une
base positive de Tγ(0)RM
d
2d(CP
3) omme suit. Les 2d premiers veteurs {e0i ∈
Tz0
i
C0}i=1,...,2d sont tels que les veteurs {dz0
i
u0(e
0
i )}i=1,...,kd de TRA0 soient po-
sitifs relativement à oRA0 . Les 4d derniers veteurs {f
0
i , g
0
i }i=1,...,2d omplètent
la base en une base modèle ordonnée de l'espae tangent Tγ(0)RM
d
2d(CP
3)
ave ∠(e0i , f
0
i , g
0
i ) = (+) pour tout i dans [2d]. La base ainsi dénie B0 =
(e01, . . . , e
0
2d, f
0
1 , g
0
1 , . . . , f
0
2d, g
0
2d) est positive. Le bré normal Nu0 est un bré
réel et on note H0
R
(C,Nu0) la partie réelle de H
0(C,Nu0 ). Par onstrution, les
éléments {f0i , g
0
i }i=1,...,2d de B0 se projettent dans H
0
R
(C,Nu0) et haque ouple
(fi, gi) sur une base de H
0
R
(C,Nu0,−π2di (z0)).
Suivant la même méthode on onstruit une base modèle ordonnée positive
au point de départ du hemin de omparaison (dans Tγ˜(0)RM
d
2d(CP
3)) que l'on
note B˜0 = (e˜01, . . . , e˜
0
2d, f˜
0
1 , g˜
0
1 , . . . , f˜
0
2d, f˜
0
2d). Chaque ouple (f˜i, g˜i) se projette sur
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une base de H0
R
(CP 1,Nu0,−π2di (z˜0)) et don le 4d-uplet (f˜
0
1 , g˜
0
1, . . . , f˜
0
2d, g˜
0
2d) est
une base de H0
R
(CP 1,Nu0).
2.3.3 Homotopies et trivialisation. Cas d′ 6= 0
Homotopie au point de départ.
Lemme 4. Le 6d-uplet (e01, . . . , e
0
2d, f˜
0
1 , g˜
0
1 , . . . , f˜
0
2d, g˜
0
2d) dénit une base stan-
dard positive de Tγ(0)RM
d
2d(CP
3).
Démonstration. Soit le point Γ(0) = (C, z0 ∪ z˜0, u0) ∈ RMd2d+ℓ(CP
3)∗ omme
déni dans la onstrution du hemin de omparaison (2.3.1). Quitte à inver-
ser le hemin, on peut supposer que l'ordre ylique des points z0 ∪ z˜0 s'érive
z01 < · · · < z
0
ℓ < z˜
0
1 < · · · < z˜
0
ℓ < z
0
ℓ+1 < · · · < z
0
2d (voir gure 3).
z2
z1
z3
z5
z6
z4
z˜3
z˜2
z˜1
Fig. 3  Au point γ(0) : d = 3, ℓ = 3
Fixons des représentants (z0, u0) et (z˜
0, u0) pour (C0, z
0, u0) et (C0, z˜
0, u0) dans
(RP 1)2d×Mord
R
de sorte que z0i = z˜
0
i lorsque i est dans {ℓ+1, . . . , 2d}. Puisque
u0 est une immersion équilibrée, on rappelle queNu0 se déompose en OCP 1(2d−
1)⊕OCP 1(2d− 1). On onsidère un isomorphisme de R-espaes vetoriels entre
H0
R
(CP 1,OCP 1(2d− 1)) et R2d−1[X,Y ], l'espae vetoriel des polynmes homo-
gènes réels de degré 2d−1. Ainsi H0(CP 1,Nu,−π2d
i
(z)) est assoié au sous-espae
de R2d−1[X,Y ]
⊕2
des ouples de polynmes qui s'annulent en {z1, . . . , z2d}\{zi}.
D'après l'ordre ylique sur les points marqués, on peut onstruire un hemin
c0 : [0, 1] → (RP 1)2d \ Diag2d qui relie c0(0) = z0 à c0(1) = z˜
0
et qui reste
onstant en z0ℓ+1 = z˜
0
ℓ+1, . . . , z
0
2d = z˜
0
2d. On onstruit ainsi une homotopie de
base h0t∈[0,1] dans l'espae vetoriel R2d−1[X,Y ] de sorte que, pour i dans [2d], le
ouple (h01(f
0
i ), h
0
1(g
0
i )) dénisse une base du sous-espaeH
0
R
(CP 1,Nu0,−π2di (z˜0)).
D'après le hoix de B˜0 = (e˜
0
1, . . . , e˜
0
kd
, f˜01 , g˜
0
1 . . . , f˜
0
2d, g˜
0
2d), les veteurs e˜i de
Tz˜iRP
1
sont tous orientés positivement relativement à oRA0 . On obtient par
h
0 = h0 ⊕ h0 une famille de veteurs de Tγ(0)RM
d
2d(CP
3) ordonnée ave
(e˜01, . . . , e˜
0
kd
) ar h01(f
0
i , g
0
i ) est dans H
0
R
(CP 1,Nu0,−π2di (z˜0)) et positive puisque
∠(e˜0i ,h
0
1(f
0
i ),h
0
1(g
0
i )) = ∠(e
0
i , f
0
i , g
0
i ) = (+) pour i dans [2d]. On en déduit l'exis-
tene de réels λi+ > 0 et µ
i
+ > 0 tels que h
0
1(f
0
i ) = λ
i
+f˜
0
i et h
0
1(g
0
i ) = µ
i
+g˜
0
i pour
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i dans [2d]. En onlusion, (f01 , g
0
1 , . . . , f
0
2d, g
0
2d) et (f˜
0
1 , g˜
0
1 , . . . , f˜
0
2d, g˜
0
2d) sont ho-
motopes omme bases de H0
R
(CP 1,Nu0) et le résultat s'en déduit par positivité
de la base B0.
Trivialisation le long du hemin. On dérit une trivialisation du bré
tangent T
RM
d
2d(CP
3)∗
le long du hemin de omparaison γ˜. Cette dernière nous
permet de onstruire une trivialisation le long du hemin de référene γ. Le
hemin de omparaison est dans le lieu régulier du morphisme d'évaluation, en
partiulier la restrition du morphisme d'évaluation réel à γ˜ est de jaobien
partout non nul et la déomposition (2) se relève le long de γ˜
T |γ˜RM
d
2d(CP
3) =
2d⊕
i=1
(evR)
∗T |
(i)
γ˜ RP
3.
Rappelons que eˆvi = π
2d
i ◦ ev et ev
∗(T
(i)
(CP 3)2d
) = Kerdeˆvi. Soit Φ˜ une tri-
vialisation de T |γ˜RM
d
2d(CP
3) issue de B0, ompatible ave la déomposition
(2) et adaptée à la suite exate de la proposition 3 (voir [Pu08℄). On note
e˜i : γ˜ → Ker dπ2di les 2d setions tautologiques réelles de haque sous-bré
Ker dπ2di |γ˜ de sorte que e˜i(γ˜(0)) = e˜
0
i et f˜i, g˜i : γ˜ → Ker deˆvi/Kerdπ
2d
i les
4d setions tautologiques réelles telles que f˜i(γ˜(0)) = f˜
0
i , g˜i(γ˜(0)) = g˜
0
i et
(f˜i(γ˜(t)), g˜i(γ˜(t))) forment une base, pour i dans [2d] et t dans [0, 1].
Soit φ une trivialisation de Ker dπ le long de γ, issue de B0|ker dπ et ompa-
tible ave la déomposition en droites du lemme 3. On note ei : γ → Ker dπ2di
les 2d setions tautologiques de haque sous-bré Kerdπ2di |γ issues de e
0
i ∈
ker dγ(0)π
2d
i . Le 6d-uplet Bt = (e
t
1, . . . , e
t
2d, f˜
t
1, g˜
t
1, . . . , f˜
t
2d, g˜
t
2d)t∈[0,1] est une fa-
mille libre de setions du bré T |γRM
d
2d(CP
3) qui dénie la trivialisation re-
herhée.
Revenir au modèle. On dérit une homotopie entre la base standard B1 de
Tγ(1)RM
d
2d(CP
3) et une base modèle. La méthode est identique à elle de la
démonstration du lemme 4.
Lemme 5. Il existe une base modèle B1 = (e11, . . . , e
1
2d, f
1
1 , g
1
1 , . . . , f
1
2d, g
1
2d) de
Tγ(1)RM
d
2d(CP
3) ayant les propriétés suivantes
 les 4d-uplets (f˜11 , g˜
1
1, . . . , f˜
1
2d, g˜
1
2d) et (f
1
1 , g
1
1 , . . . , f
1
2d, g
1
2d) se projettent sur
des bases homotopes dans H0
R
(C1,Nu1) ;
 pour i dans {1, . . . , 2d′′ − ℓ}, le ouple (f1i , g
1
i ) se projette sur une base de
H0
R
(C1,Nu1,−π2dℓ+i(z)) ;
 pour i dans {2d′′ − ℓ + 1, . . . , 2d′′}, le ouple (f1i , g
1
i ) se projette sur une
base de H0
R
(C1,Nu1,−π2d
2d′′+1−i
(z)) ;
 pour i dans {2d′′ + 1, . . . , 2d}, le ouple (f1i , g
1
i ) se projette sur une base
de H0
R
(C1,Nu,−π2d
i
(z)).
On onvient lorsque 2d′′− ℓ est nul de remplaer {1, . . . , 2d′′− ℓ} par l'ensemble
vide.
Démonstration. Quitte à restreindre γ, l'ordre ylique des points z1 ∪ z˜1 est
z11 < · · · < z
1
ℓ < z
1
2d′′ < · · · < z
1
ℓ+1 < z˜
1
ℓ < · · · < z˜
1
1 < z
1
2d′′+1 < · · · < z
1
2d (voir
gure 4). On hoisit des représentants (z1, u1) et (z˜
1, u1) dans (RP
1)2d×Mord
R
10
z2
z1
z3
z5
z6
z4
z˜3
z˜2
z˜1
Fig. 4  Au point γ(1) : d = 3, ℓ = 3
respetivement de (C1, z
1, u1) et (C1, z˜
1, u1) de sorte que z
1
i = z˜
1
i pour i de ℓ+1 à
2d. D'après l'ordre ylique sur les points z1 et z˜1, on peut onstruire un hemin
c1 dans (RP 1)2d\Diag2d qui relie z˜
1
à (z1ℓ+1, . . . , z
1
2d′′ , z
1
ℓ , . . . , z
1
1 , z
1
2d′′+1, . . . , z
1
2d)
(voir gure 5). Puisque u1 est une immersion équilibrée, le bré Nu1 est iso-
1˜
1 . . .2
2d
ξ⋆
RP 1
ℓ+ k′′ + 1
ℓ+ 1. . .ℓ
z1
ξ⋆
ℓ+ k′′
˜ℓ+ 1 ℓ˜
z˜1
. . .˜ℓ+ k′′
c1
Fig. 5  Desription de c1 et z1 ∪ z˜1 ∈ (RP 1)2d+ℓ
morphe au bré OCP 1(2d− 1)⊕OCP 1(2d− 1). De plus, d'après la onstrution,
les éléments f˜1i et g˜
1
i sont dans H
0
R
(CP 1,OCP 1(−
̂˜z1i )) où ̂˜z1i désigne la olletion
de points marqués z˜1 dont on a té le i-ème. Par suite, on dénit omme en
2.3.3 une homotopie de base, notée h
1
t∈[0,1], dans H
0
R
(CP 1,OCP 1(2d−1)
⊕2) telle
que h
1
0 = id et
 h
1
1(f˜
1
i , g˜
1
i ) ∈ H
0
R
(CP 1,OCP 1(−ẑ
1
ℓ+i)
⊕2)) pour i ∈ {1, . . . , 2d′′ − ℓ} ;
 h
1
1(f˜
1
i , g˜
1
i ) ∈ H
0
R
(CP 1,OCP 1(− ̂z
1
2d′′+1−i)
⊕2) pour i ∈ {2d′′−ℓ+1, . . . , 2d′′} ;
 h
1
1(f˜
1
i , g˜
1
i ) ∈ H
0
R
(CP 1,OCP 1(−ẑ
1
i )
⊕2) pour i ∈ {2d′′ + 1, . . . , 2d}.
On pose (f1i , g
1
i ) = h
1
1(f˜
1
i , g˜
1
i ) pour i dans [2d] et on obtient le résultat.
2.3.4 Cas d′ = 0
La situation où (C⋆, z
⋆, u⋆) appartient à D(A,B, 0, d) néessite une étude
diéreniée. En eet, l'appliation u ontrate alors une branhe de C et le
lemme 3 omme les propositions 2 et 3 ne sont plus valables en e point.
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Chemins. Soit RDd0,ℓ une omposante pseudo-onnexe de RK
d
0,ℓ qui soit de
odimension un dans RM
d
2d(CP
3) (néessairement ℓ est au moins deux par
stabilité.) On hoisit un point générique (C⋆, z
⋆, u⋆) dansB⋆∩Kd tel que, quitte à
hanger l'indexation, les points {z⋆1 , . . . , z
⋆
ℓ } sont sur la branhe de lasse nulle et
l'ordre ylique sur la branhe de lasse non nulle est z⋆ℓ+1 < · · · < z
⋆
2d. On dénit
un hemin de référene γ : t ∈ [0, 1] 7→ (Ct, zt, ut) ∈ RM
d
2d(CP
3)∗ transverse à
Kd en (C⋆, z⋆, u⋆) au paramètre t⋆ mais dans le  sens  des appliations. C'est-
à-dire que seuls les points marqués dépendent du paramètre t, l'appliation ut
xant l'image u0(CP
1) = ut(CP
1) = u⋆(C⋆) = u1(CP
1) pour tout t dans [0, 1].
De plus, pour simplier on exige que γ(0) = γ(1) après renversement dans l'ordre
ylique u0(z
0
1) = u1(z
1
1), . . . , u0(z
0
ℓ ) = u1(z
1
ℓ ). De ette façon, (C1, z
1, u1) peut
s'érire (CP 1, z0ℓ , . . . , z
0
1 , z
0
ℓ+1, . . . , z
0
2d, u0). Par génériité, l'appliation u⋆ peut
être hoisie équilibrée et par suite u0 = u1 = u⋆|C2⋆ sont toutes équilibrées.
Bases. On onstruit une base modèle ordonnée de Tγ(0)RM
d
2d(CP
3) en se don-
nant 4d éléments {f0i , g
0
i }i=1,...,2d de sorte que haque ouple (fi, gi) se projette
sur une base de H0
R
(CP 1,Nu0,−π2di (z0)) qui respete la déomposition du bré
normal Nu0 = OCP 1(2d−1)⊕OCP 1 (2d−1). Par le même proédé qu'en 2.3.2 on
onstruit une base modèle ordonnée positive B0 = (e1, . . . , e2d, f1, g1, . . . , f2d, g2d)
d'après le hoix d'une orientation oRA0 sur la partie réelle de A0 = u0(CP
1).
Trivialisation. On onstruit une trivialisation de T |γRM
d
2d(CP
3) issue de
B0 qui soit tautologique sur les 4d derniers veteurs. C'est-à-dire que le long du
hemin on trivialise le sous-bré déni par les veteurs (f1, g1, . . . , f2d, g2d) de
la base modèle B0 en se donnant 4d setions onstantes t ∈ [0, 1] 7→ f
0
i , g
0
i ∈
H0(CP 1, u∗0TCP 3) vu que l'appliation ut = u0 est onstante. Pour la partie
de T |γRM
d
2d(CP
3) engendrée par Ker dπ on ne peut pas dénir les veteurs eti
omme dans le as d′ non nul ar ker d|(C⋆,z⋆,u⋆)π ∩ kerd|(C⋆,z⋆,u⋆)evR 6= {0}.
Puisque l'appliation u0 est onstante le long du hemin, on peut dérire la
ourbe universelle au-dessus de γ omme l'espae des déformations de la soure.
Considérons le produit [0, 1] × CP 1 × {u0} et les 2d setions t ∈ [0, 1] 7→ zti ∈
CP 1 dénies par le hemin γ. La ourbe universelle Ud2d(CP
3) au-dessus de
M
d
2d(CP
3)∗ restreinte à γ est l'élaté Blξ([0, 1]×CP
1) du produit [0, 1]×CP 1
en l'unique point de onours (t⋆, ξ) des ℓ premières setions (voir [FP97℄).
On dénit ainsi une trivialisation de base (et1, . . . , e
t
2d)t∈[0,1] ⊂ Ker dπ dans
Blξ([0, 1]×CP 1) issue de (e1, . . . , e2d)t=0. Le résultat de ette onstrution est
une base modèle non ordonnée B1 telle qu'on peut la dérire par la donnée
B1 ≡ (−eℓ, . . . ,−e1, eℓ+1, . . . , e2d, f1, g1, . . . , f2d, g2d) (voir gure 6).
2.3.5 Évaluation de bases
On ompare les orientations induites par les bases B0 et B1 dans une triviali-
sation du bré tangent à l'image du hemin de référene par le morphisme d'éva-
luation. Lorsque es orientations oïnident, on en déduit que ǫ(RDdd′,ℓ) = 0,
dans le as ontraire on obtient ǫ(RDdd′,ℓ) = 1.
Trivialisation à l'image. Cas d′ 6= 0. On se plae dans une trivialisation
de T(RP 3)2d le long de γ∗ qui soit ompatible ave le morphisme d'évaluation.
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 
z01
z02
z04
t⋆
zt1
zt2
zt3
zt4
zt5
z15
z14
z11
z12
z13
z05
e13
z03
zt6
[0, 1]
z16z
0
6
u0(·) −→ CP
3
× [0, 1]
RP 1 RP 1 ≃ RC1⋆
e05
Fig. 6  Desription de la ourbe universelle Ud2d(CP
3)|γ (d′ = 0, ℓ = 3)
On projette la base modèle ordonnée positive du paragraphe 2.3.2 sur une base
en γ∗(0). Reprenons la trivialisation φ dénie en 2.3.3 ayant pour setions tau-
tologiques ei : γ ⊂ RM
d
2d(CP
3) → Ker dπ2di |γ pour i dans [2d]. Puisque devR
est injetive sur Ker dπ|γ , on onstruit une famille libre de 2d (= dimKerdπ)
setions vi : γ∗ ⊂ (RP 3)2d → T |γ∗(RP
3)2d omme images des setions ei. C'est-
à-dire que si on érit vti pour vi(γ∗(t)) alors v
t
i = d|γ∗(t)evR(e
t
i) ∈ T
(i)
γ∗(t)
RP 3
pour t dans [0, 1]. On omplète la base en hoisissant pour haque v0i un ouple
de veteurs (w0i , ω
0
i ) dans T
(i)
γ∗(0)
RP 3 de sorte que (w0i , ω
0
i ) = d|γ∗(0)evR(f
0
i , g
0
i )
où w0i représente la lasse au quotient de w
0
i dans la suite exate
0 // < v0i >R
// T
(i)
γ∗(0)
RP 3 // T
(i)
γ∗(0)
RP 3/ < v0i >R
// 0.
Ainsi haque triplet (v0i , w
0
i , ω
0
i ) est une base positive de Tγ∗(0)RP
3
(i). On onsi-
dère une trivialisation de T |
(i)
γ∗RP
3
et on omplète le 2d-uplet (vt1, . . . , v
t
2d)t∈[0,1]
par 4d setions {wti , ω
t
i ; t ∈ [0, 1]}i∈[2d] issues de (w
0
i , ω
0
i ). On obtient une setion
de bases positives Vt = (vt1, . . . , v
t
2d, w
t
1, ω
t
1, . . . , w
t
2d, ω
t
2d) de T(RP 3)2d le long du
hemin γ∗. De plus V0 est égal à d|γ(0)evR(B0) et (devR)
−1(V1) est une base
modèle ordonnée positive de Tγ(1)RM
d
2d(CP
3).
Trivialisation à l'image. Cas d′ = 0. On prend la trivialisation la plus
évidente de T(RP 3)2d le long du hemin γ∗ qui soit issue de d|γ(1)evR(B0) et
qui respete l'inlusion Tu(z)Ru0(CP
1) ⊂ Tu(z)RP
3
. C'est-à-dire une setion de
bases Vt = (vt1, . . . , v
t
2d, w
t
1, ω
t
1, . . . , w
t
2d, ω
t
2d) telle que V0 soit égale à l'image
de d|γ(0)evR(B0) et V1 soit équivalente à la base de Tγ∗(1)RP
3
donnée par
(v0ℓ , . . . , v
0
1 , v
0
ℓ+1, . . . v
0
2d, w
0
1, ω
0
1 , . . . , w
0
2d, ω
0
2d).
2.3.6 Matries de transition
On dérit la base d|γ(1)evR(B1) dans la base V1 sous forme matriielle. Pour
simplier l'expression et le alul du déterminant on se limite à dénir une
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matrie semblable. La proposition 4 étudie le as d′ non nul et la proposition 5
le as où d′ est nul.
Proposition 4. Suivant les trivialisations dénies en 2.3.3 et 2.3.5, l'expression
matriielle de la base dγ(1)evR(B1) dans la base V1 est semblable à la matrie
B1|V1 =


−Iℓ 0 0 0 0
0 I2d−ℓ 0 0 0
0 0 0 Jℓ 0
0 0 I2(2d′′−ℓ) 0 0
0 0 0 0 I2(2d′)


où J :=


0 · · · 0 I2
0 · · · I2 0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
I2 · · · 0 0

 la matrie de permutation ylique par paires.
Lemme 6. La base modèle B1 = (e
1
1, . . . , e
1
2d, f
1
1 , g
1
1 , . . . , f
1
2d, g
1
2d) de l'espae
tangent Tγ(1)RM
d
2d(CP
3) dénie en 2.3.3 vérie
1. ∠(e1i , f
1
2d′′−+1−i, g
1
2d′′+1−i) = (−) pour 1 ≤ i ≤ ℓ ;
2. ∠(e1i , f
1
i−ℓ, g
1
i−ℓ) = (+) pour ℓ < i ≤ 2d
′′
;
3. ∠(e1i , f
1
i , g
1
i ) = (+) pour 2d
′′ < i ≤ 2d.
Démonstration. On xe une orientation oRA1 sur la partie réelle de A1 = u1(CP
1)
de sorte que les veteurs {e1i ; i = ℓ + 1, . . . , 2d
′′} (.-à-d. les éléments de la
base issues de TC2⋆) soient positifs. Les veteurs {e
1
i ; i = 1, . . . , ℓ} et {e˜
1
i ; i =
2d′′ + 1, . . . , 2d} sont alors orientés négativement relativement à oRA1 puisque
le hemin γ est transverse à la frontière. De même, en γ˜(1) les veteurs {e˜1i ; i =
1, . . . , 2d′′} sont orientés positivement relativement à oRA1 alors que les veteurs
{e˜1i ; i = 2d
′′+1, . . . , 2d} le sont négativement d'après le lemme 2.3.1. Reprenons
la onstrution de B1 et onsidérons le relevé du hemin c1 dans (RP 1)2d×MordR
et l'homotopie de base h1 de H0
R
(CP 1,OCP 1(2d − 1)) assoiée par le lemme
5. Une trivialisation de T |c1RM
d
2d(CP
3) issue de B˜1 ompatible ave la suite
exate (2) et dénie par ette homotopie fournit une base de Tγ(1)RM
d
2d(CP
3)
dont les 4d derniers veteurs sont (f11 , g
1
1 , . . . , f
1
2d, g
1
2d). On obtient le long de la
première omposante une trivialisation (e˜11(t), . . . , e˜
1
2d(t))t∈[0,1] de T |c1(RP
1)2d
qui vérie ∠(e˜1i (1), f
1
i , g
1
i ) = (+) ar ∠(e˜
1
i (0), f˜
1
i , g˜
1
i ) = (+), pour i dans [2d].
Cependant, pour i dans [ℓ], e1i étant orienté négativement relativement à oRA1 ,
il est opposé à l'orientation dénie par e˜1i (0). Or, ette orientation est aussi
elle dénie par e˜12d′′+1−i(1) ar 2d
′′ + 1 − i est dans [2d′′]. D'autre part, pour
i dans {ℓ+ 1, . . . , 2d′′}, e1i est orienté positivement relativement à oRA1 et don
à l'orientation dénie par e˜1i (0) qui est aussi elle dénie par e˜
1
i−ℓ(0) ar i − ℓ
est dans [2d′′]. Enn, pour i dans {2d′′ + 1, . . . , 2d}, e1i est orienté positivement
relativement à oRA1 et don relativement à e˜
1
i (1). Finalement, e˜
1
i (1) = λ
i
+e
1
i si
i est dans {2d′′, . . . , 2d} et e˜1i−ℓ(1) = λ
i
+e
1
i si i appartient à {ℓ+ 1, . . . , 2d
′′} où
λi+ ∈ R
∗
+ alors que e˜
1
2d′′+1−i(1) = λ
i
−e
1
i ave λ
i
− ∈ R
∗
− lorsque i appartient à
[ℓ]. En onséquene, (f12d′′+1−i(z
1
i ), g
1
2d′′+1−i(z
1
i )) = Λ
i
−(f˜
1
i (z˜
1
i ), g˜
1
i (z˜
1
i )) pour i
dans [ℓ] et (f1i (z
1
i ), g
1
i (z
1
i )) = Λ
i
+(f˜
1
i (z˜
1
i ), g˜
1
i (z˜
1
i )) pour i dans {2d
′′, . . . , 2d}, de
même (f1i−ℓ(z
1
i ), g
1
i−ℓ(z
1
i )) = Λ
i
+(f˜
1
i (z˜
1
i ), f˜
1
i (z˜
1
i )) pour i dans {ℓ + 1, . . . , 2d
′′},
ave detΛi− < 0 et detΛ
i
+ > 0, d'où le résultat.
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Démonstration de la proposition 4. D'après le lemme 6, la base modèle B1 est
équivalente à la donnée du 6d-uplet suivant
(e1, . . . , e2d,−f2d′′ , g2d′′ , . . .,−f1+2d′′−ℓ, g1+2d′′−ℓ,
f1, g1, . . . , f2d′′−ℓ, g2d′′−ℓ, f2d′′+1, g2d′′+1, . . . , f2d, g2d)
où (e1, . . . , e2d, f1, g1, . . . , f2d, g2d) désigne une base modèle ordonnée positive de
Tγ(1)RM
d
2d(CP
3) qui se projette sur V1 (voir 2.3.5). Les premiers veteurs de
base (e11, . . . , e
1
2d) étant tous positifs relativement à oRA1 on peut déider qu'un
des deux veteurs (f1i , g
1
i ) pour i dans {2d
′′−ℓ+1, . . . , 2d′′} doit porter un signe
négatif et on hoisit arbitrairement le premier. On en déduit l'expression d'une
matrie semblable à la matrie de transition qui dénit l'image de la base B1
par le morphisme d'évaluation réel dans la base V1. Pour ela, on remplae B1
par la donnée
(−e1, . . . ,−eℓ, eℓ+1, . . . , e2d,f2d′′ , g2d′′ , . . . , f1+2d′′−ℓ, g1+2d′′−ℓ,
f1, g1, . . . , f2d′′−ℓ, g2d′′−ℓ, f2d′′+1, g2d′′+1, . . . , f2d, g2d)
qui lui est enore équivalente. Vu que 2d − 2d′′ = 2d′ on obtient l'expression
matriielle reherhée.
Proposition 5. Cas d′ = 0, suivant les trivialisations dénies en 2.3.4 et 2.3.5,
l'expression de la base dγ(1)evR(B1) dans la base V1 est semblable à la matrie
B1|V1 =


−Iℓ 0 0 0
0 I2d−ℓ 0 0
0 0 Jℓ 0
0 0 0 I2(2d−ℓ)

 .
Démonstration. La base modèle B1 est le résultat d'une trivialisation qui est
tautologique sur les 4d derniers veteurs. De plus, haque setion eti de l'es-
pae tangent à la soure induit une orientation opposée à elle dénie par oRA
pour t > t⋆ (en partiulier en t = 1) dès que i est dans [ℓ] et sont tautolo-
giques sinon. On peut don dérire B0 omme une base modèle par la donnée
(−eℓ, . . . ,−e1, eℓ+1, . . . , e2d, f1, g1, . . . , f2d, g2d), d'après le hoix du hemin. Ce-
pendant, dans ette desription, les ouples de veteurs (fi, gi) forment une base
de H0c (CP
1,Nu,−π2d
ℓ+1−i
(z)) (resp. de H
0
c (CP
1,Nu,−π2d
i
(z))) pour i dans [ℓ] (resp.
pour i dans {ℓ+ 1, . . . , 2d}) d'après le hoix du hemin. La base n'est don pas
ordonnée et la matrie de transition est présentable dans la forme annonée.
2.4 Conlusion
On rappelle que RDdd′,ℓ est une omposante pseudo-onnexe de la partie réelle
du diviseur irrédutible de la frontière D(A,B, d′, d′′) tel que |A| = 2d′ + ℓ.
Proposition 6. Soit d un entier supérieur à 3. Une omposante pseudo-onnexe
RDdd′,ℓ de la partie réelle de la frontière partiipe à représenter (dualement) la
première lasse de Stiefel-Whitney de RM
d
2d(CP
3) si et seulement si ℓ ≡ 0
mod (2).
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Démonstration. C'est le résultat du alul du déterminant des matries de tran-
sitions dénies dans les propositions préédentes. Pour le as d′ = 0 il est im-
médiat que e déterminant vaut (−1)ℓ ar detJ = 1. Dans le as où d′ n'est
pas nul, on observe que
det


±I 0 0 0
0 0 J 0
0 I2(2d′′−ℓ) 0 0
0 0 0 I

 = det


±I 0 0 0
0 J 0 0
0 0 I2(2d′′−ℓ) 0
0 0 0 I


puisque l'ordre de la permutation des olonnes assoiée est toujours pair. Don
le déterminant de la matrie de la proposition 4 est (−1)ℓ.
La proposition 6 ahève la démonstration du théorème 1.
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